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　　　Abstract．　ln　this　paper　we　give　an　answer　and　a　cerrection　by　a　more　elementary
method　to　the　inverse　problem　stated　in　［2］．　This　method　naturally　leads　us　to　concrete
information　about　the　moduli　space　of　the　polynomial　maps　of　degree　4：　for　example，　a
defining　equation　of　the　singular　part，　called　symmetry　locus　is　obtained　directly．
X．　lntrodasction
　　　Doing　the　same　as　the　case　of　cubic　polynomials　（see　［4］），　we　discussed　about　the
geometry　aRd　topology　of　the　polynomial　maps　of　degree　n　（［2］）．　IR　this　paper，　we　restrict
our　s加dy　to　the　case　of　degree　4，　and　supple．ment　some　results　by　a　more　elementary
method　than　by　one　stated　in　Sectiolt　4．4　of　［2］．
　　　We　depend　our　calculatioits　maiRly　oR　“Gr6bner　basis”of　Risa／Asir，　an　experimental
computer　a｝gebra　system　developed　at　FUJITSU　LABORATORIES　LIMITED．
　　　First　we　must　prepare　some　notations．
　　　Let　Poly4（C）　be　the　space　of　all　polynomial　maps　of　degree　4　from　C　to　itsel£　The
group　S2t（C）　of　all　affine　transforiinatioRs　acts　oR　Poly4（C）　by　coaj　ugation：
　　　　　　　　　　　　　　　gopog－iEPoly，（C）　for　gGS2｛（C），　p（EPoly4（C）・
Twe　maps　pi，p2　G　Poly4（C）　are　holomorphically　conjugate，　denoted　by　pi　rv　p2，　if
and　only　if　there　exists　g　G　Ei｝t（C）　with　g　o　pi　o　g－i　＝：　p2．　The　quotient　space　of　Poly4（C）
　　“kiyoko＠math．josai．ac．jp
　　tmasayo＠cc．nda．ac．jp
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uRder　this　action　will　be　deltoted　by　M4（C），　and　called　the　moduli　space　of　holomorphic
coaj　ugacy　c！asses　〈p＞．
　　　Let　T＞i（4）　be　an　aff｝ne　space　of　all　moltic　centered　polyRomials　of　degree　4　with　coordi－
Rate　（eo，ch　c2）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p（z）　＝　x4　＋　c2z2　＋　eizi　＋　ce．
Under　conjvtgacy　of　the　action　of　S2t（C），　we　can　take　aR　element　p　ef　CPi（4）　as　a　represeR－
tative　of　a　class　〈p＞．　We　”ote　that　p　is　determiRed　up　to　the　actiolt　of　the　group　G（3）
of　cubic　roots　of　t｝nity，　where　each　n　e　G（3）　acts　olt　p　E　Poly4（C）　by　the　transformatioR
p（z）　H　p（ni）／n．　Therefore　the　following　three　moRic　and　ceRtered　polynomials　beloRg　te
the　same　coRjugacy　class：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　之4＋α之2＋bz＋c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z4＋αω之2＋わz＋ω2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z4　＋　aw2z2　＋　bz　＋　ccv
where　w　is　a　cubic　roet　of　ukity．
　　　We　have　a　three－to－one　caRoRical　projection
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢：Pi（4）　一　M4（C）．
Thus　we　can　use　1［）i（4）　or　｛（co，ci，c2）｝　as　coordinates，　called　coefficients’　coordinates　for
M4（C）　though　there　remaiRs　the　ambiguity　“p　te　the　growp　G（3）．　On　the　other　haRd，　we
iRtended　to　introduce　other　coordinate，　called　multipliers’　coordinates，　in　M4（C）　which　is
“smaller”　than　IPi（4）　（15］）　（［2］）：’for　each　p（z）　E　Poly4（C），　let　ii，　…，　z4，　zs（＝：　oo）　be　the
fixed　points　ef　p　and　！a　the　multipliers　of　zi；　k　＝　p’（zi）　（1　g　i　S　4），　akd　pss　＝　O．　Consider
the　elementary　symmetric　fuRctioRs　ik　the　four　mukipliers，
　　　　　　　　　　　　　　　　　σ1瓢μ1十μ2十μ3十μ4ラ
　　　　　　　　　　　　　　　　　a2　＝＝　pa　l　pa2　十　pa　l　pa3　十　pa　l　pa4　十　pa2＃3　十　pa2pa4　十　pa3pa4
　　　　　　　　　　　　　　　　　a3　＝　pa　l　pa2pa3　十　pa　l　ps2pa4　十　ps　l　ps3pa4　十　ps2ps3pa4，
　　　　　　　　　　　　　　　　　ff4　：pa　l　XL2P31×4
　　　　　　　　　　　　　　　　　ff5　＝　O．
Nete　that　these　are　well－defined　oR　the　modgli　space　M．（C），　siRce　pai’s　are　invariant　by
affike　cenj　ugacy．　ApplyiRg　the　Fatou　iRdex　theerem，　we　have　a　liltear　relatioR　（［5］）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4－3ffi十2ff2－ff3　：O．　（1）
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Let　£（4）　be　a｝3　afiftne　space　with　coordinates　（ai，　ff2，04），
　　　We　h．ave　a　Ratural　projection：
so－called　multipliers’　coerdinates．
W：M4（C）　一一　£（4）．
2．　lnverse　Problem
　　　To　serve　£（4）　as　good　coordinates　of　M4（C），　we　must　investigate　that　the　composition
map　W　o　ep　is　surjective　or　llot．　IR　this　section，　we　shal｝　give　an　akswer　to　this　problem　via
the　followiRg　PropositieR．　Clrhis　method　is　simpier　and　more　clear　than　one　showR　in　［2］．
A漁dwe　coorect　a　staもeme批i丑Section　4．40f図．
Propesition　1
（t・a曲・m・ti・n　fb・mul・）B・右ween亡he　8pace・P、（4）一｛・4＋c2z2＋c、・＋c。｝，　andΣ（4）鵠
｛（ai，cr2，a4）｝，　there　is　a　following　transformation　formula：
　　　　　　　ffi＝一8ei十12　．　（2）
　　　　　　　ff2　＝4cg　一一　16eoc2十18c？一60ci十48　（3）
　　　　　　　cr4　＝　16cocS　十　（一4c？　十　8cDcg　一　128c3c3　十　（144coc？　一　288cec2　十　128ce）c2
　　　　　　　　　　　－27c2十108c？一144c？十64ci十256cg．　（4）
Proof．　Let　P　be　p（の＝諜之4十。2z2十c1之十。◎aR（i　fbur　f1捻ite負xed　poinもs為（0≦¢≦3）．
By　computing　the　symme£ric　function　in　four　mu｝tipliers　pai　＝　p’（zi）　（O　S　i　S　3），　we　get
the　relatien　（2），（3），（4）．　’　eg
　　　The　practical　procedures　on　usiRg　symbolic　and　algebraic　computation　systems　are
based　oR　Gr6bRer　basis　with　respect　to　lexical　order，
　　　　　　　　　　　　　　　　mO＞mi＞m2＞m3＞zO＞za＞z2＞z3＞s4＞s2＞sl＞c2＞ci＞cO．
　　　We　can　get　the　ai　（O　g　i　S　3）　as　the　function　in　ei　（O　S　i　S　2）　variables．
　　　We　remark　that　by　this　procedure，　eleven　Gr6bBer　basis　are　ebtained　but　only　three　of
them　correspoRd　te　the　traBsformation　formula．
　　　Now，　we　shall　give　a　complete　answer　of　the　“inver＄e　problem”．　Namely，　for　any
（q，a2，04）　given，　there　exists　（ce，ci，e2）　satisfying　the　traRsfermation　formula　or　not．　A
preef　giveR　below　is　xx｝ore　elementary　than　one　stated　iR　12］．　The　result　of　the　following
proposition　is　due　to　the　referee．
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Propos玉もion　2
The　composition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wo¢　：　IPi（4）　一　X（4）
is　not　s　urjective：　this　map　has　no　inverse　image　for　any　point　on　the　c　urves　8，　except　the
on！y　one　point　（4，　6，　1）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S：　ol　：　4，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σターを（σ釜一8σ・＋・6）
Proof．　Fix　a　point　（ffi，ff2，ff4）　E　£（4）．　The　following　equation　is　obtained　by　substitutiRg
the　equatioR　（2）　to　（3）　of　transformation　formula：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4cg－i6coc2　＝：　一〇2一｛ilt7　o？一2q　＋；　（s）
Let　V　be　the　value　of　the　right　hand　of　the　relation　（5）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y＝　“t（一32a2＋9u？＋24ffi－48）　（6）
　　　First　we　start　the　case　of　V　＝＝　O．　We　puit　ci　＝　LiSg｝scza2　a　and　e2　＝　O．　’lrhen　co　is　a　one　of
the　solutions　of　the　equation　given　by　（4）：
　　　　　　　　　le48576cg　一　4096a4　一　27af　十　432ff？　一　1440ff？　十　1792ai　一　768　＝＝　O．
　　　Second，　we　assume　that　V　；　O．　From　the　relation　（5），　we　have　e2　＃　O．　Therefore
dividing　（3）　by　c2，　and　substituting　it　iRto　（4）　we　obtain　the　fellowing　equation：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A・塁＋B・塁＋o…o　　　　　　　　（7）
where
　A　＝：　262i44（oi　一　4）2，
　B　：　le24（128ff，2　十　（一1440？　十　384ffi　一　256）ff2　一　512ff4　十　27a2　一　576cr？　十　128eoi　一　768），
　C　：一（32a2　一　9ff？　一　24ai　十　48）3．
Now　we　Rote　that　C　＝　（32V）3　iL　O．
　　　Here，　we　make　sure　easily　that　the　above　equatioR　（7）　have　selutioR（s）　c2　in　cases
where　A　i　G　e　or　B　7C　O．　Suppose，　A　：O　and　B　＝　O，　equivaleRtly　that　ffi　＝　4　and
o4　＝（crg　一　8a2　十16）／4．　We　deRote　this　curve　on　the　plane　cr1　＝4　by　S．
　　　Substituting　these　cokditions　into　the　transformation　formula，　we　have　a　new　relation
4co　一　e3　＝　O　by　usiBg　Risa／Asir．　Practical　procedures　are　given　in　the　boxed　item　（inverse
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problein）．　As　this　relation　is　a　factor　of　the　left　hand　of　the　equation　（5），　it　contradicts
to　the　cQndition　C　S　e．　Hence　for・　this　case：　A　＝　O　，B　：O　altd　C　＝　（32V）3　7C　O，
correspoltding　so｝ntions　c2　and　co　can　not　exist．
　　　We　remark　that　for　the　case：　A　＝　O，　B　＝　O　aRd　C　＝　（32V）3　＝　e；　Ramely　（4，6，1）　e
£（4），　there　are　infinitely　many　iRverse　solutions．
　　　Therefore　the　equation　（7）　has　so｝utien（s）　c2　for　axy　poine　in　X（4）　except　the　curve
SX　（4，　6，　1）．
　　　Once　there　exists　e2，　substituting　these　c2　to　（3），　ce　is　also　obtaiRed．　The　parameter　ei
depeBds　oRly　on　ai．　Now，　ce，ci，c2　are　the　coefficieRts　of　a　monic　and　centered　polynomial，
therefore　we　caB　calculate　fixed　poiBts，　multipliers　and　its　elementary　symmetric　functions
from　these　coefficieRts．　We　remark　that　these　elementary　symmetric　functiens　return　to
the　initial　values　cri，02，ff4・　ge
　　　For　example，　pelynomi＆ls　with　degree　4　do　Bot　correspond　to　points　（4，0．4），　（4，4，0）　（
8．
2．X．　reag　inverse　probiem
　　　Now　we　consider　“real　inverse　problem”，　namely　for　aRy　（cri，ff2，04）　G　IRI3　given，
whether　there　exises　（co，ek，c2）　G　IR3　satisfyiRg　the　transformation　fermula　or　Rot．
　　　Let　Poly4（IR）　be　the　set　of　real　polyRomials　of　degree　4．　Then　we　ltote　that　the　param－
etersσ葛（1〈i〈4）are　a恥eaL
　　　Fix　aBy　（ffi，02，ff4）　E　R3，　For　the　case　V　＝O　it　is　clear　from　a　proof　above　that　there
eXiSts　（co，cl，c2）　G　IIR3．
　　　In　the　case　of　V　＃　O，　put　cg　＝　t．　lf　the　discrimimant　D　ua　B2　一　4AC　of　the　quadratic
equation　（7）　of　t　is　kegative，　then　the　roots　are　ltot　real　numbers　．
　　　Here，
D　＝＝　54u？　一　27（302　十　ff4　十　5）of　十　36（a22　一　4ff2　一　28）ff？　十　4（一〇23　十　90a22　十　（3604　十　744）02
　　　　十144ff4　十　1048）ff？　十　32（一5023　一　68ff22　十　（一12ff4　一　200）02　一　40ff4　一　168）ai
　　　　十16（ff，‘　十　28ff，3　十　（一8ff4　十　136）a22　十　（16ff4　十　240）02　十　16a42　十　48a4　十　144）
　　　［17herefore，　for　oi　＜＜　一1　this　discriminant　is　negative　and　c2　e　（C　XR．　Hence　we　conclude
that　for　suitable　（oi，02，04）　E　IR3，　we　can　not　fiRd　a　real　polynomial　corresponding　to　this
coordinate．
　　　See　a　boxed　item　named　（real　inverse　problem）．
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Procedure　for　computiitg（by　Risa／Asir）：（inverse　problem）pτactical　procedure　Noユ
［O］　Sl＝一8＊cl－sl＋12＄
［1］　S2＝一4＊c2A3＋16＊cO＊c2－18＊clA2÷60＊cl＋s2－48＄
［2］　S4m16＊cO＊c2A‘II一｝一（一4，＊c1“2＋8＊c1）＊c2A3－128＊cOA2＊c2A2＋
　　　　　　　（144＊cO＊cl“2－288＊cO＊ct“128＊cO）＊c2－27＊cl“4＋108＊clA3
　　　　　　　－144＊clA2＋64＊cl＋256＊cOA3－s4＄
“1，“1，　if　c2　！＝　O
［3］　Ctmpl＝＝subst（S4，cO，（一28＊c2A2＋60＊cl－4＊c2A3＋s2－48）／（一16＊c2））＄
［4コ　Ct瓢p2騙照（：red（Ct田P1））＄
［8］　Ctmp3msubst（Ctmp2，ci，（12－sl）／8）＄
［9］　fctr（Ctmp3）；
　　　［［1／524288，1］，［一729＊slA6一一5832＊slA5
　　　÷（一27648＊c2A3－i－7776＊s2－3888）＊siA4“（41472＊s2＋48384）＊slA3
　　　－i一（一262144＊c2A6＋（i47456＊s2＋589824）＊c2’N3－27648＊s2A2
　　　－27648＊s2＋20736）＊slA2＋（2097i52＊c2A6＋（一393216＊s2－i3iO720）＊c2’”3
　　　－73728＊s2”2－221184＊s2一　1．65888）＊s1－419430zll，＊c2“6
　　　÷（一131072＊s2A2－i－26214il＊s2＋524288＊＄4＋7864F32）＊c2A3＋32768＊s2“3
　　　÷147456＊s2A2＋221184＊＄2＋110592，i］］
［10］　CC＝car（car（cdr（＠＠）））＄
［12］　fctr（coef（CC，6，c2））；
　　　［［一一262144，2］，［＄1－4，2］］
［15］　fctr（coef（CC，3，c2））；
　　　［［1024，1］，［一27＊slA4－F（144＊s2－i－576）＊＄IA2
　　　＋（一384＊s2－1280）＊sl－128＊s2A2“256＊＄2＋522＊s4＋768，1］］
［16］　fctx（coef（CC，2，c2））；
　　　［［O，1］］
［17］　fctr（coef（CC，1，c2））；
　　　［［o，i］］
［18］　fctr（coef（CC，O，c2））；
　　　［［i，1］，［一9＊slA2－24＊sl＋32＊s2＋48，3］］
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Procedure　for　computing　（by　Risa／Asir）：（inverse　problem）　practical　procedure　No．2
［21］　fctr（subst（coef（CC，3，c2），s1，4））；
［［131072，1コ，
［一s2“2一｝一8＊s2＋4＊s4－16，1］］
“1，“／，　HeBce，　if　coef（CC，6，c2）＝O　and　coef（CC，3，c2）atO
“／，“／，　then　s　2　me4　emd　s4＝（s262一一8＊s2＋16）／4．．．．．（＊）
％％Since　sl・4く⇒c1　・1．
［22］　SF2＝subst（S2，c1，D；
一4＊c2A3“16＊cO＊c2＋s2－6
［23］　SF4＝subst（S4，c2，1）；
i6＊cO＊c2“4＋4＊c2－3－128＊cOA2＊c2－2一一16＊cO＊c2＋256＊cOA3－s4＋1
“1，“1，　substitute　these　two　relaXioR　to　（＊）
［24］　fctnc（（一（一一4＊c2A3“16＊cO＊c2－6））”2－8＊（一（一4＊c2－3＋16＊cO＊c2－6））＋i6
　　　　－4＊（16＊cO＊c2A4＋4＊c2A3－128＊cO’h2＊c2A2一一16＊cO＊c2＋256＊cOA3＋1））；
［［一一16，1］，［一一。2“2＋4＊cO，3］］
Procedure　for　computing　（by　Risa／Asir）：　（real　inverse　problem）
［O］　A　：一262144＊＄1“2＋2097152＊sl－4194304，＄
［1］　Bx－27648＊slA4＋（147456＊s2＋589824）＊sl’“2＋（一393226＊s2一一1310720）＊sl
　　　　　－13iO72＊s2A2＋262144＊s2“524288＊s4＋786432＄
［2］　C＝一729＊sSA6－5832＊＄IA5“（7776＊s2－3888）＊sl“4＋（4i472＊s2÷48384）＊sl“3
　　　　　＋（一27648＊s2－2－27648＊s2＋20736）＊＄IA2
　　　　　＋（一73728＊s2A2－221184＊＄2－165888）＊sl＋32768＊s2“3＋147456＊s2A2
　　　　　＋221ま84＊s2÷ま烹0592＄
［3］　DrrBA2－4＊A＊C＄
［4］　fctr（D）；
　　　　　　　　　　　　　　’［［iO73741824，1］
　［54＊slA5＋（一81＊s2－27＊s4一一i35）＊slA4＋（36＊s2A2－144＊s2－1008）＊sl－3
　＋（一4，＊s2A3＋360＊s2A2一｝一（1441，＊s4＋2976）＊s2＋576＊s‘a，＋4：L92）＊s1“2
　＋（一160＊s2”3－2i76＊s2A2＋（一一384＊＄4－6400）＊＄2－1280＊s4－5376）＊sl
　＋16＊s2”4＋4，48＊s2A3一｝一（一128＊s〈1＋2176）＊s2“2＋（256＊＄〈L一＋一38410）＊s2＋256＊s4A2
　＋768＊s4＋2304，2］］
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3．　Symmetry　locEgs
　　　Next，　we　study　the　singuilar　locus　in　the　modu｝i　space　M．（C）．　By　an　automorphism　of
a　polynomial　map　p　we　will　meall　aR　affiRe　traltsformatioR　g　that　cemmutes　with　p．　The
collection　Aut（p）　of　all　automorphisms　of　p　forms　a　finite　group．　The　fol｝owing　character－
ization　is　given　in　［2］：　po！ynomiai　map　of　degree　n　has　a　non－trivial　a　u　tomaorphism　if　and
only　ff　fむfs　cO巧uga右eむ。　a　map　ix～紘e　u：【～fque丑ormal　fbrm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂＋Σ鰍P）ノP＋1＋Bx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kl（n　一　1），k　t　n　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1SpS　［n／k］
where　A（kp）　are　parameters　in　C．
　　　Let　Sn　（c　Mn），　called　symmetry　loclls，　be　the　set　consisting　of　all　conjugacy　classes
〈p＞　of　polynemial　maps　admitting　nen－trivial　automerphisms．
　　　For　the　case　of　n　m　4，　we　gave　a　defining　equation　of　S．　as　Proposition　6　ik　［2］．　We　shall
glve　here　aRother　elementary　proof，　directly　applyiBg　the　traltsformation　formula　ebtained
above．　Practical　procedure　is　showlt　in　a　boxed　item　Ramed　symmetry　locus．
Proposition　3
The　symmetry　locus　84　is　in　M4（（C）　forms　the　following　algebraic　c　urve；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　01　＝S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2　＝　3（3s　一　4）（s　十　4）／32
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a4　＝　一（3s　一　4）3（s　一　12）／4096
Proof．　The　norraal　form　of　S4　　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛z4　＋　az｝．’
Hence　substitutiRg　the　relations　eo　＝　O，ci　＝　a，　c2　＝　O　in£o　the　transformatioR　formula　and
removing　the　parameter　a　from　these　equatiens，　we　ob£ain　the　following　two　equations：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9u？　十　240’i　一　32cr2　一　48　＝　O
　　　　　　　　　　　　　　－27fff　十　432a？　一　1440a？　十　1792ffi　一　4096ff4　一　768　＝：　O．
A　definiRg　equation　of　the　symmetry　locus　is　given　by　the　iRtersection　ef　these　two　equa－
tiORS．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蟹
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Procedure　for　compgtiRg　（by　Risa／Asir）：　symmetry　locus
［0］　S1＝一8＊cま一sま÷ま2＄
［1］　S2＝4＊c2A3－16＊cO＊c2＋18＊clA2－60＊cl一＄2÷48＄
［2］　S4rc16＊cO＊c2’”4＋（一一4＊ciA2＋8＊cl）＊c2－3一一128＊cOA2＊c2“2＋
　　　　　　　（144＊cO＊clA2－288＊cO＊cl＋128＊cO）＊c2－27＊clA4＋108＊clA3－
　　　　　　　144＊clA2“64＊cl＋256＊cOA3一＄4＄
9
［3］　Sy皿1讐subst（S1，cま，a）；
一8＊a－sま÷ま2
［4］　Syn2＝subst（S2，cO，O，c1，a，c2，0）；
18＊aA2－60＊a－s2＋48
［5］　Syn4＝subst（S4，cO，O，c1，a，c2，0）；
一27＊a“4＋108＊a“3－144＊a－2＋64＊a－s4
［6］　Sunf　1＝subst（Syn2，a，（12－si）／8）；
9／32＊slA2＋3／4＊＄1一＄2－3／2
［7］　fctr（Surf　l）；
［［1／32，1］　，
　［9＊slA2÷24＊sl－32＊s2－48，i］］
［8］　Surf2：subst（Syn4，a，（12－s2）／8）；
一27／4096＊sl－4“27／256＊siA3－45／228＊slA2＋7／16＊＄i一＄4－3／16
［9］　fctr（Surf2）；
［［1／4096，1］，
　［一27＊siA4÷432＊s2A3－1440＊slA2＋1792＊sl－4096＊s4－768，i］］
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